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ABSTRACT 
Let / 'be  the set of all finite graphs which are not embeddable into the projective plane. 
We write Gx ~ Gz, if Gz is homomorphic to G1, that is, if there is a subgraph G~' of Ga 
such that G1 can be obtained from G(  by contraction of edges in G(. The subset of 
all minimal graphs in the partially ordered set / '<  is called the minimal basis of _r'. We 
denote this basis by M(F). Every graph of M(F) is called a minimal graph (of / ' ) .  In 
a former paper [2], we determined all disconnected minimal graphs and all minimal 
graphs eparable by one or two vertices. Hence, we need only consider three-connected 
minimal graphs. Let us say that in our Proposition 7 of [2] we omitted a bracket in G14. 
In this graph, namely, the uppermost 2 must be replaced by (2). 
In the following we deal with two new cases, in which we succeed in determining the 
minimal graphs: 
First,let us suppose that G ~ M(/ ' )  has the properties: (1) G is (at least) three-connected 
and (2) there is a vertex a in G such that the graph G/a (that is, one has to destroy the 
vertex a and all edges of G incident o a) contains a topologic/(5 but there exists no 
topologic Ks.3 contained in G/a. We prove the theorem that there are exactly two graphs 
in M(/ ' )  satisfying (1) and (2). One of these graphs is the G~,. The other graph, denoted 
by D, can be obtained from the K~ where we let T be a triple of neighboring edges in the 
Ks, by inserting a new vertex on every edge of T and by then connecting these three new 
vertices through three edges with one further new vertex a lying outside the topologic 
K~ (see Figure 2). 
Second, we consider non-planar graphs G with the property that G/a is planar for 
every vertex a of G. In another paper [3] these graphs have been called nearly planar. 
Our next question is: Are there nearly planar graphs not being embeddable into the 
projective plane ? We prove the theorem that all nearly planar graphs can be embedded 
into the projective plane with a single exception of one graph F. This exceptional 
graph F consists of two disjoint K4 and four edges (a~, b0, i = 1 ..... 4 which join the 
vertices a~ of the one/(4 with the vertices b~ of the other K4. We then show that this 
graph is a minimal graph of / ' .  So, in the problem of determining the minimal basis 
of F, the case remains that one can assume: (1) There is a vertex a in G such that G/a 
contains a topologic K3,3 and (2) G is three-connected. 
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EINLEITUNG 
Die folgende Untersuchung schliel3t sich an [2] und [3] an. Es sei/~ die 
Menge aller endlichen, nicht in die projektive Ebene einbettbaren Graphen. 
M(/~) sei die Minimalbasis von F [2, S. 175 ft.]. Wir nennen jeden Graphen 
von M(F) einen minimalen Graphen (von P). Das Problem ist, alle 
minimaten Graphen zu ermitteln. Wir haben friiher alle minimalen, nicht 
zusammenh/ingenden undalle diejenigen minimalen, zusammenh~ingenden 
Graphen bestimmt, die sich durch eine Ecke oder durch zwei Ecken 
trennen lassen [2, S/itze 4-6]. Es bleibt also iibrig, alle minimalen, 3-fach 
zusammenh/ingenden Graphen zu bestimmen. 
Im folgenden behandeln wir zwei neue F/ille, in denen es uns gelingt, 
die minimalen Graphen zu bestimmen. Zun/ichst fragen wir nach den- 
jenigen minimalen Graphen G, die eine Ecke a besitzen, so dab G/a ein 
U(Ks) (d.h. eine Unterteilung von /(5) aber kein U(K3,a) (Unterteilung 
yon K3.3) enthfilt. Wir beweisen den Satz, dab es genau zwei 3-fach 
zusammenh/ingende solche Graphen gibt. Und zwar sind dies die Graphen 
G14 und D. In dem zweiten Teil dieser Note beweisen wir den Satz, dab 
es unter allen fastpl/ittbaren Graphen einen und nut einen Graphen F 
gibt, der sich nicht in die projektive Ebene einbetten 1/ifSt. Man gewinnt 
diesen Graphen F aus dem Graphen W [1, S. 154], indem man in zwei 
gegeniiberliegenden ,,Vierecken" von W die Diagonalen (als neue Kanten) 
hinzunimmt [3, Figur 1]. Derselbe Graph F ergibt sich auch, wenn man 
zu den Ecken und Kanten eines Wiirfels in zwei gegeniiberliegenden 
Seitenfl/ichen desselben die Diagonalen hinzunimmt. Weiter zeigen wir, 
dab F minimal ist. Der Graph Fist also der einzige fastplfittbare, minimale 
Graph yon F. Nimmt man die Graphen Gt ..... Gxz von [2] sowie Gx4, 
D und F aus M(F) heraus, so bleiben also in M(F) genau diejenigen 
Graphen G iibrig, die 1. eine Ecke a besitzen, so dab G/a eine Unterteilung 
von K3.3 enthNt und die augerdem 2. (mindestens) 3-fach zusammen- 
h/ingend sind. 
1. MINIMALE G MIT EINEM G/a, DAS EIN U(Ks) ABER KEIN U(K3,3) ENTH,~LT 
Es sei GIr derjenige Graph, der aus dem K3,8 und (2 ) .  3 durch 
Zusammenheftung i  einem Eckentripel entsteht, das in (2 ) .  3 unver- 
bunden und in K3,3 durch genau zwei Kanten verbunden ist (vgl. [2, 
Satz 7, S. 183]. In der Darstellung yon G14 ist dort eine Klammer aus- 
gelassen, und zwar mug die oberste 2 durch (2) ersetzt werden). Offenbar 
kann man G14 aus ein /(5 und einem K3.3 auch so gewinnen, dab man 
in einem Dreieck des Ks eine Seite auslOscht und die beiden anderen 
NICHT EINBETTBARE GRAPHEN, I 29 
Seiten des Dreiecks mit zwei (benachbarten) Kanten des K3,3 zusammen- 
heftet. Ist allgemein G ein Graph und k eine Kante yon G, so bezeichnen 
wir den Graphen, der aus G durch Kontraktion yon k entsteht, mit Ck(G). 
Zun/ichst gilt: 
1.1. G14 eM(F) .  
BEWEIS: Legt man den Graphen /<3,3 in die projektive Ebene, so 
zerlegt dieser bekanntlich die projektive Ebene in Elementarfl/ichenstiicke 
(vgl. etwa [2, 2.2]). Von diesen wiirde dann aber unter der Annahme, 
dab G14 in die projektive Ebene einbettbar w/ire, ein Elementarfl/ichenstfick 
den Graphen (2 ) .  3 und zwar den Graphen (2) davon in seinem Innern 
und die drei Ecken von 3 auf seinem Rande enthalten. Dies ist ohne 
l~berschneidung der Kanten aber nicht m~3glich. Also folgt G14 ~/' .  Wir 
brauchen ur noch zu zeigen, dab G14 minimal ist. Hierzu mfissen wir 
zeigen, dab fiir jede Kante k von G~4 der Graph Ga4 -- k sowie auch der 
Graph Q(GI~) in die projektive Ebene einbettbar ist. ai und bi (i = 1, 2, 3) 
seien die beiden Eckentripel von K3.3. Wir kbnnen annehmen, dab K3,3 
und (2) * 3 yon G14 in den Ecken a I , b 1 und b2 zusammengeheftet sind. 
Ca und c2 seien die Ecken von (2). Aus Symmetriegriinden von G14 
brauchen wir ffir k nur die folgenden F/ille zu unterscheiden: (at, bl), 
(aa, b3), (bl, a2), (a3, b3), (cl,  a0, (Cl, bl) und (q ,  c2). Legt man nun 
K3.~ nach Art eines M~3bius'schen Bandes auf die projektive Ebene, so 
kann man in allen diesen 7 F/illen leicht verifizieren, dab sowohl G~a -- k 
als auch C~(G14) in die projektive Ebene einbettbar ist. Hiermit ist (1.I) 
bewiesen. 
Sei U(Ks) eine Unterteilung von/<5. Sind b und c zwei (verschiedene) 
Ecken von Ks, so nennen wir den b und c verbindenden Weg von U(Ks), 
also kurz die in U(Ks) unterteilte Kante (b, c) von K5 einschlieBlich b und c, 
einen Hauptweg von U(Ks) und bezeichnen ihn mit U(b, c). Wir nennen 
jede von b und c verschiedene Ecke von U(b, c) eine Zwischenecke von 
U(Ks). Die Ecken von /(5 in U(Ks) seien Endecken von U(Ks) genannt. 
Sind G1 und G2 Teilgraphen von G, so verstehen wir unter G[G 1 --+ G~] 
denjenigen Teilgraphen von G, der sich aus allen Wegen von G zusammen- 
setzt, die in G1 beginnen und mit G2 h/3chstens ihren Endpunkt gemeinsam 
haben. 
Es gilt dann weiter: 
1.2. G ~ M(F) sei (mindestens) 3-fach zusammenhiingend. Es sei a eine 
Ecke yon G, so daft G/a ein U(Ks) aber kein U(K3.z) enthiilt. Dann folgt: 
Jeder Hauptweg yon U(Ks) enthiilt h6chstens eine Zwischenecke. Enthiilt 
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ein Hauptweg U(b, c) yon U(Ks) eine Zwischenecke, so gehen yon dieser 
Ecke genau drei Kanten yon G aus, und diese Kanten enden in a, b und e. 
BEWEIS: Sei k = (b, c) eine Kante von Ks. Wir nehmen an, der 
Hauptweg U(b, c) von U(Ks) enthalte (wenigstens) eine Zwischenecke el.  
Der Graph, der aus U(Ks) durch Streichung aller Kanten und Zwischen- 
ecken von U(b, c) entsteht, sei mit U(K5 -- k) bezeichnet. Dann hat der 
Graph 
G1 = G[el --~ (U(K5 -- k) w a)] 
natfirlich die Ecken b und e mit U(K5-  k) gemeinsam. Gx hat mit 
U(K5-  k) aber auch nur diese Ecken gemeinsam, da sonst G/a ein 
U(K3,3) enthalten wfirde. Daraus folgt unter Berficksichtigung, dab G 
nieht 2-trennbar ist: 
G1 n (U(K5 -- k) U a) = {a, b, c}. 
Ist e~ eine Ecke von G, die nicht auf Gx liegt, so hat der Graph 
G~' : G[e2 -+ {a, b, c}] 
mit G1 hOchstens die Ecke a und ht~chstens och solche Ecken gemeinsam, 
die auf U(Ks) liegen. Daraus folgt zusammen mit der vorletzten Gleichung, 
dab Gx und G2' ht~chstens a, b und c gemeinsam haben. Da G nicht 
2-trennbar ist, folgt: 
G1 n G2' = {a, b, c}. 
Sei G~ die Vereinigung aller G2', d.h. fiir alle e2 q~ Gx genommen, mit 
Hinzunahme der eventuell a, b und c verbindenden Kanten yon G. Dann 
folgt Gx t3 G~ : G und G~ c~ G~ : {a, b, c). Wir betrachten un die 
beiden Graphen G~ u Ti (i : 1, 2), worin Ti ein Dreibein bedeute, 
dessen Ful3punkte die Ecken a, b und c yon G~ seien und dessen Spitze 
aul3erhalb yon Gi liege. Wir nehmen dann entgegen unserer Behauptung 
an, dab G~ t.) T~ =f= G, d.h. dab G1 kein Dreibein sei. Da G auf G~ u T2 
kontahierbar und G minimal ist, miil3te G2 u T~ in die projektive Ebene 
einbettbar sein. Daraus folgt weiter, dab Gx u 7"1 nicht pl[ittbar ist, da 
sonst Ga u G2 : G in die projektive Ebene einbettbar w/ire. Nach dem 
Satz yon Kuratowski enth/ilt dann G1 t3 7"1 entweder 1. Eine Unterteilung 
yon K5 oder 2. eine Unterteilung von K3,3 als Teilgraph. Wit betrachten 
zun~ichst den ersten Fall, dab G1 u 7"1 ein U~(Ks) enth~ilt. Sei a~ die Spitze 
yon T1. Dann liegen nicht beide Kanten (al, b) und (al,  c) yon T1 in 
UI(Ks), da sonst G1 auf einen/s -- (b, c) kontrahierbar w~ire und wegen 
U(K5 -- k) C Gz dann G = G~ w G~ auf einen Graphen kontrahierbar 
w~ire, der aus zwei/s durch Zusammenheftung derselben l~ings der Kante 
k : (b, c) und Streichung dieser Kante entsteht. Dieser Graph ist aber 
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nach [2], Satz 6 minimal. Also w/ire G ---- G7 im Widerspruch dazu, dab 
G 3-fach zusammenh/ingend, abet G7 nur 2-fach zusammenh/ingend ist. 
Wir zeigen weiter, dab auch nicht beide Kanten (a~, a) und (a  I , b) Yon T 1 
in Ux(Ks) liegen k/Snnen. Denn sonst h/itte man U(K5- k)C_ G2 fiir 
k = (b, c), ferner U(b, c) C_ GI und UI(Ks) -- ((a, aO u al u (al, b)) C_ G1. 
Wie oben fiir G( gezeigt wurde, gibt es einen Weg in G2, der eine von b 
und c verschiedene Ecke von U(K5 -- k) mit der Ecke a verbindet. Seien 
el* (i = 1,..., 5) die Endecken von UI(Ks), wobei die Bezeichnung so 
FIGUR 1 
o/ 
gew/ihlt sei (s. Figur 1), dab a und b auf Ux(et*, e2*) liegen (eventuell 
a----et* oder b = e2* oder beides). Die erste gemeinsame Ecke des 
Weges U(b, c), von c aus gesehen, mit UI(Ks) sei s. Dann liegt s auf 
keinem der Wege 
Ux(el*, e~*), Ul(el*, ei*) -- ei* (i = 3, 4, 5), Ul(e2*, ei*) -- e~* (i = 3, 4, 5), 
da sonst offenbar G ~-G7 folgen wtirde. Schliel31ich folgt, dab s auch 
nicht auf 
Ul(e3*, e4*) u Ul(e4*, es*) u Ul(es*, e3*) 
liegen kann. Denn sonst kiSnnte man zunfichst G so kontrahieren, daf3 
a : e l *  , b = e~* und c : e3* wiJrde, Daraus erg/ibe sich aber G ~ G14 , 
also G : G14, wenn man verm~ge der im Beweis von (1.1) gew/ihlten 
Bezeichnungen der Ecken yon Ga4 fiir die Ecken bl, bz, bs von G14 die 
Ecken b, c, a (s. Figur 1), fiir die Ecken al ,  a2, a3 in Gla die Ecken d, e4*, 
es* und schlieBlich ftir die beiden iibrigen Ecken von G~4 die Ecken e undf  
(s. Figur 1) w/ihlt. Dann wiirde aber G14 die Kante (ea*, es*) : (a2, a3) 
enthalten. Aus diesen Widerspriichen folgt al 6 UI(K5), d.h. UI(Ks) _C G1. 
Zusammen mit U(K5-  k)C_ G~ folgt dann leicht, dab entweder 
G :G l tgG2~G4 (vgl. [2, Satz 5]) oder G~>G7 w/ire. Wegen der 
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Minimalitat yon G wiirde daraus G = G4 oder G = G7 folgen im 
Widerspruch zur Voraussetzung, daB G 3-fach zusammenhangend ist.
Der Fall UI(Ks) C G1 u 7"1 kann also nicht vorkommen. Wir kommen 
nun zu dem zweiten Fall, d.h. G 1 k.) T 1 enthalt ein Ux(Kz.3). Wie oben 
fiir G2' allgemein gezeigt wurde, gibt es einen Weg W~.e in G2, der eine 
yon b und c verschiedene Ecke d von U(K5 -- k) mit der Ecke a ver- 
bindet. Hierbei k0nnen wir verm6ge Kontraktion annehmen, daB d 
eine Endecke yon U(Ks)ist (s. Figur 1). Wir betrachten zunachst den Fall, 
daB die Spitze a~ yon T~ eine Endecke yon Ul(K3.3) ist. Dann folgt aber 
(unter T1 ~ das Dreibein T1 ohne Fugpunkte verstanden): 
U(K~ -- k) u W.,a u (Ux(K3,3) -- Zl ~ > G~4, 
wenn man fiir das Eckenpaar yon (2) in G~4 die beiden von b, c, d ver- 
schiedenen Endecken von U(Ks), fiJr die Ecken bs, bl, b2 und ax von G14 
die Ecken a, b, c und d und schlieglich f'tir die Ecken a2 und an von G~4 
diejenigen beiden Endecken von U~(K3.~) wahlt, die zusammen mit der 
Spitze von T1 in demselben Endeckentripel von Ul(K3,3) liegen. Damit 
wiirde aber wieder G = G14 folgen. Als n/ichster Fall sei angenommen, 
daB Ux(K3,3) mit T1 genau zwei Kanten gemeinsam hat. Sind dies die 
Kanten (al , b) und (al, c), so folgt sofort U(K 5 -- k) u G1 ~ (78 (vgl. [2, 
Satz 6]) im Widerspruch zur Minimalitat von G, da Wa,d in G aul3erhalb 
von U(K~ -- k) u G1 liegt. Verlauft ein Hauptweg von UI(K3,z) dagegen 
durch die beiden Kanten (a, al) und (al, b) von T1, so ersetzen wir 
(a, al) k.) a 1 k.) (a l ,  b) in Ul(K3,3) durch Wa,a u U(d, b). Sei UI'(Kz,3) dieses 
abgeanderte U~(K3,3). UI'(Kz,3), in die projektive Ebene eingebettet, 
zerlegt die projektive Ebene in Elementarflachenstiicke (vgl. (2.2) yon 
[2]). Sei k' eine Kante yon U(c, d). Dann ist G -- k', da G minimal ist, in 
die projektive Ebene einbettbar. Sei G -- k' in die projektive Ebene ein- 
gebettet. Dann miissen die beiden yon b, c, d verschiedenen E decken e 
und f yon U(K5-  k), da sie durch den Hauptweg U(e,f) yon U(Ks) 
miteinander verbunden sind, in demselben Elementarflachenstiick yon 
UI'(K3,3) liegen. Da c ferner mite undfdurch  die Hauptwege U(c, e) und 
U(c,f) verbunden ist, miigte die Ecke c in einem der beiden ,,Fl~ichen- 
dreiecke" U(b, e) u U(e,f) u g(f, b) oder U(d, e) u U(e,f) u U(f, d) 
liegen im Widerspruch dazu, daB al|e Endecken von UI'(K3.z) in Ga liegen 
undc daher mit diesen Ecken durch Wege in Gx verbunden ist. Aus diesen 
Widersprtichen folgt Ul(K3,3) _C G1. Zusammen mit U(K~ -- k) C__ G2/a 
folgt dann aber leicht, daB entweder G ;> G, (vgl. [2], Satz 5) oder G > G8 
oder G ;>- G 9 (vgl. [2, Satz 6]) ware im Widerspruch dazu, daB G 3-fach 
zusammenhangend ist. Hiermit ist (1.2) bewiesen. 
Ferner gilt: 
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1.3. G ~ M(_F') und a ~ G erfiille die Voraussetzungen yon (1.2). Dann 
ist jede Ecke yon G/a, die nicht auf U(Ks) liegt, mit genau drei Ecken in G 
dutch Kanten yon G verbunden und zwar mit a und zwei Endecken yon U(K~). 
BEWEIS: Es sei e0 @ a eine Ecke yon G, die nicht auf U(Ks) liegt. Da 
G 3-fach zusammenh/ingend ist,hat der Graph 
ao = leo ~ (U(Ks) u a)] 
mit U(Ks) mindestens zwei Ecken gemeinsam. Diese gemeinsamen Ecken 
l~egen alle auf demselben Hauptweg von U(Ks), etwa auf U(b, c), da 
sonst G/a ein U(Ka.3) enthielte. Daraus folgt nach (1.2), dab Go mit U(K~) 
genau die Ecken b und c gemeinsam hat. Daher existiert in Go ein Weg 147o 
von b nach c. Ersetzt man in U(Ks) den Weg U(b, c) durch Wo, so erh/ilt 
man ein neues Uo(Ks)C_ G/a, dessen Hauptweg Uo(b, c )= Wo unterteilt 
ist. Durch Anwendung von (1.2) auf das neue Uo(Ks) und Uo(b, c) folgt 
unmittelbar unsere Behauptung. 
Nach (1.2) und (1.3) setzt sich unser G offenbar zusammen aus den 
Endecken yon U(Ks) und der Ecke a, sowie aus Kanten, die diese Ecken 
verbinden, und hSchstens noch aus T, (Dreibeine), die jedesmal a und 
zwei Endecken von U(Ks) als Ful~punkte besitzen. Wir zeigen weiter, dab 
die Fuf3punkte solcher T~ durch keine Kante von G verbunden sind. Es 
gilt sogar allgemein: 
1.4. G ~ M(/')  enthalte in Dreibein T (wobei also an der Spitze yon T 
aufler den drei Kanten yon T keine weitere Kante yon G liegen soil). Dann 
sind die Fuflpunkte yon T durch keine Kante yon G miteinander verbunden. 
BEWEIS: W/iren zwei FuBpunkte von T durch eine Kante k' von G 
verbunden, so lieBe sich G-  k' wegen der Minimalit/it yon G in die 
projektive Ebene einbetten. Da die Spitze yon T in G nur den Grad 3 hat, 
liel3e sich dann aber auch G in die projektive Ebene einbetten im Wider- 
spruch zu G ~ M(_F'). 
Nach (1.2) und (1.4) sind in jedem Graphen G, der die Voraussetzungen 
yon (1.2) erf'tillt, je zwei Endecken von U(Ks) genau entweder durch eine 
Kante von G oder durch (mindestens) e in T verbunden, wobei der dritte 
Ful3punkt von diesem T stets die Ecke a ist. Wir behandeln zun/ichst den 
Fall, dab es zwei Endecken von U(Ks) gibt, die durch (mindestens) zwei Ts 
verbunden sind. Hierfiir gilt: 
1.5. G ~ M(_, r )  erfitlle die Voraussetzungen yon (1.2). U(Ks) enthalte in 
Endeckenpaar, das dutch zwei (oder mehr) T, verbunden sei. Dann folgt: 
G = Ga4. 
582/9/I-3 
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BEWEIS: Angenommen, zwei Dreibeine T 1 und T~ warden dieselben 
Endecken b und c yon U(Ks) verbinden. Nach (1.3) ist der dritte (yon b 
und c verschiedene) Ful3punkt yon 7"1 und T~ gemeinsam die Ecke a. Da 
G 3-fach zusammenNingend ist,ist a wegen (1.3) entweder mit einer von b 
undc  verschiedenen Endecke von U(Ks) durch eine Kante von G ver- 
bunden oder a ist mit der Spitze eines weiteren Dreibeins Ta verbunden, 
yon dessen beiden anderen Fu6punkten mindestens einer von b und c 
verschieden ist. Daraus folgt, dal3 sich G auf einen Graphen 
kontrahieren 1/i6t, worin k die Kante (b, c) bedeutet,/'1 und T~ die Ecken 
a, b, c als gemeinsame FuBpunkte besitzen und k' die Ecke a mit einer yon 
b und c verschiedenen Ecke d yon/(5 verbindet. Dieser Graph G' ist aber 
mit G14 identisch, wenn man fiir das Eckenpaar in (2) yon G~4 die beiden 
yon b, c, d verschiedenen Ecken des/(5, fiir die Ecken ba, bt, b~ und ax 
yon G~4 die Ecken a, b, c und d und schlieglich fiir die Ecken a2 und a3 
von Gx~ die Spitzen von Tx und T2 w/ihlt. Also folgt nach (1.1) G ~- GI~, 
womit der Hilfssatz bewiesen ist. 
Zusammenfassend hat sich ergeben, dab jeder Graph G, der die Voraus- 
setzungen von (1.2) und G ~ G14 erfiillt, au6erhalb von U(Ks) nur die 
Ecke a besitzt und dab je zwei Endecken von U(K~) genau entweder 
dutch eine Kante oder durch zwei Kanten eines Dreibeins miteinander 
verbunden sind, wobei die dritte Kante dieses Dreibeins immer in a endet. 
Wir denken uns drei benachbarte (d.h, in einer Ecke zusammen- 
stoBende) Kanten yon /'25 durch je eine Zwischenecke unterteilt und 
sodann diese drei Zwischenecken mit einer neuen Ecke a durch Kanten 
verbunden. Anschaulich liil3t sich dieser Graph aus drei Stufen zusammen- 
setzen, wobei sozusagen die unterste Stufe aus dem Tetraedergraph K4
besteht, in der mittleren Stufe eine Ecke sitzt, die mit allen Ecken yon/<74 
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verbunden ist, und schliel31ich die oberste Stufe ein Dreibein T ist, das 
auf den drei ,,~iuBeren" Kanten der mittleren Stufe aufgesetzt ist. Im 
folgenden bezeichnen wir diesen Graphen mit D (s. Figur 2). 
Es gilt: 
1.6. D~M(I"). 
BEWEIS: Liel3e sich D in die projektive Ebene legen, so ware sie 
nach (2.2) von [2] durch den Teilgraph D/a = U(Ks) von D in Elementar- 
fl~ichenstiicke z rlegt. Die Ecke a des aufgesetzten Dreibeins von D miJl3te 
in einem dieser Fl~ichenstiicke der projektiven Ebene liegen. Da die drei 
unterteilten Kanten von U(Ks) eine Ecke gemeinsam haben, k~nnen sie 
nicht auf dem Rand desselben F1/ichenstiickes liegen, was einer Einbettung 
von D in die projektive Ebene widerspricht. Es ist noch zu zeigen, dal3 D 
minimal ist. Hierzu sei k eine Kante von D. Wir miissen zeigen, dab 
sowohl D -- k als auch Ck(D) fiir jede Kante k von D in die projektive 
Ebene einbettbar ist. (b, c), (b, d) und (b, e) seien die unterteilten Kanten 
von Ks. f sei die iJbrige Ecke yon /(5. Aus Symmetriegriinden von D 
sind dann die folgenden F/ille zu unterscheiden: 1. k = (a, z), 2. k ----- (b, z) 
oder k----(z, c) rnit z als Zwischenecke yon U(b, c), 3. k = (c, d), 
4. k = (f, c) und 5. k = (J; b). In allen diesen F/illen kann man aber fiir 
D -  k sowie auch fiir Q(D) eine Einbettung in die projektive Ebene 
finden. Ftir die F/ille 1. bis 4. ergibt sich dies leicht verm/Sge der beiden 
(topologisch verschiedenen) Einbettungen von U(Ks) in die projektive 
Ebene (vgl. Figuren 3 und 4, wobei hier und in den folgenden Figuren je 
zwei Diametralpunkte d r gestrichelten Kreise zu identifizieren sind). Es 
ist vielleicht noch interessant zu erw/ihnen, dab in dem 5. Fall die Ein- 
bettung yon D -- k nicht gelingt, wenn man erst U(Ks) einbettet, dann k 
l~Sscht und T hinzuzuzeichnen versucht. Vielmehr mul3 man hier erst 
/ 
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wieder U(Ks) aus der projektiven Ebene herausnehmen, k streichen, 
T hinzufiigen und dann einbetten (s. Figur 3). 
In D hatten wir drei benachbarte Kanten von /(5 unterteilt. In dem 
n~ichsten Graphen D* werden wir die Kanten eines Dreiecks Avon K5 
unterteilen. Es wird sich zeigen, dab wir dann aber nicht mehr den ganzen 
Ks, sondern K5 -- k ben/3tigen, worin k die Kante mit den beiden nicht 
auf A liegenden Ecken von K5 ist. Wir bezeichnen die Ecken von K5 mit 
b, c, d, e, f. Sei A das Dreieck d, e, f und sei k die Kante (b, c) von K 5 . 
Der Graph//5 -- k 1/il3t sich als Vereinigung von zwei in A zusammen- 
gehefteten Tetraedern auffassen. Man unterteile dann jede Kante von A 
durch je eine Zwischenecke, adjungiere zu diesem U(K5-  k) eine neue 
(d.h. nicht auf U(K5 -- k) liegende) Ecke a und verbinde a mit jeder 
Zwischenecke von A sowie mit genau einer der beiden icht aufA liegenden 
Ecken yon Ks, etwa mit b, durch je eine Kante (also insgesamt durch vier 
Kanten). Wir bezeichnen diesen Graphen mit D* und behaupten: 
1.7. D* ~ M(F). 
BEWEIS: Seien z l ,  z2, z3 die Zwischenecken yon A. Dann findet man 
leicht ein U(K3,3) C_ D*/z~, wobei die beiden Eckentripel d, e , f (=  Ecken 
von A) und b, c, zl die Endeckentripel yon diesem U(K~,8) sind und der 
Hauptweg U(d, zl) in diesem U(K3.3) die Zwischenecken z2und a enth~ilt. 
Legt man dieses U(Kz,3) in die projektive Ebene, so wird sie nach (2.2) 
von [2] gem~il3 der Eulerschen Formel fiir die projektive Ebene in vier 
Elementarfl~ichenstiicke zerlegt, wovon drei Fl~ichenstiicke durch je vier 
Hauptwege und das vierte Fl~ichenstiJck durch sechs Hauptwege yon 
U(Kz,z) begrenzt wird. Betrachtet man die beiden an U(d, Zl) angrenzenden 
Fl~ichenstiJcke, so ist leicht zu zeigen, da die Ecke za bei einer Einbettung 
des ganzen D* im Innern eines dieser Fl~ichenstiicke liegen miil3te, dab 
eine Einbettung der noch fehlenden Kanten von D* ohne 1Slberschneidung 
nicht mSglich ist. Somit bleibt noch zu zeigen, dab D* minimal ist. Aus 
Symmetriegriinden yon D* k~nnen wir uns auf die folgenden F~tlle 
beschr~inken: 1. k = (a, Zl), 2. k = (a, b), 3. k = (z, d), worin z die mit 
d benachbarte Zwischenecke ist, 4. k = (b, d) und 5. k = (e, d). In allen 
diesen Fallen l~il3t sich aber leicht sowohl fiir D* -- k als auch fiir C~(D*) 
die Einbettbarkeit in die projektive Ebene verifizieren. 
Es folgt nun: 
SATZ 1. Die beiden Graphen G = G14 und G = D und nur diese 
Graphen besitzen die folgenden Eigenschaften: 1. G ~ M(/'), 2. G ist 
(mindestens) 3-fach zusammenhiingend und 3. es gibt eine Ecke a ~ G, so 
daft G/a ein U(Ks) aber kein U(K3.3) enthMt. 
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BEWEIS: Nach (1.1) und dem Beweis von (1.5) besitzt G14 diese Eigen- 
schaften. Ferner hat D nach (1.6) die 1. Eigenschaft. Man sieht ohne 
weiteres, dab D auch die beiden anderen Eigenschaften besitzt. Wir setzen 
nun umgekehrt voraus, dab G ein Graph mit den obigen Eigenschaften 1. 
bis 3. sei. Zu zeigen ist, dab G = D oder G = G14 ist. Enth/ilt U(Ks) zwei 
Endecken, die durch zwei T8 verbunden sind, so folgt nach (1.5) G = G14. 
Wir kSnnen nach (1.3) und (1.5) daher voraussetzen, dab je zwei Endecken 
von U(Ks) entweder durch eine Kante von G oder durch die beiden Kanten 
eines Dreibeins verbunden sind, wovon die dritte Kante immer in a endet, 
Nach (1.3) enth~ilt G aul3erhalb yon U(Ks) nur die eine Ecke a. Wir 
nennen eine Kante von Ks kurz eine unterteilte Kante (von K 5 oder G), 
wenn sie in U(Ks) eine Zwischenecke besitzt, also nach (1.2) zu einem 
Dreibein von G zwei Kanten liefert. Enth/ilt unser Ks drei benachbarte, 
unterteilte Kanten, so folgt nach (1.6) wegen der Minimalit/it von G 
sofort G = D. Wir k0nnen daher annehmen, dab an jeder Ecke von//5 
hSchstens zwei unterteilte Kanten anstoBen. Daraus folgt, dab sich alle 
unterteilten Kanten von Ks eindeutig zu disjunkten Wegen und Kreisen 
zusammenfassen lassen. Wit nennen diese Wege und Kreise kurz aus- 
gezeichnet. Auch die Endecken der unterteilten Kanten nennen wir aus- 
gezeichnete Ecken von Ks oder G. Nach (1.4) sind die ausgezeichneten 
Ecken mit a durch keine Kanten verbunden. Enthielte Ks ein ausge- 
zeichnetes 5-Eck, so wiirde dieses wegen der Disjunktheit der ausge- 
zeichneten Wege und Kreise bereits alle ausgezeichneten Kanten enthalten. 
Wie man dann aber unmittelbar aus Figur 4 ersehen kann, ware G in die 
projektive Ebene einbettbar. Enthielte K5 ein ausgezeichnetes 4-Eck V, 
etwa mit den Ecken b, c, d undf,  so miil3te a mite (s. Figur 5) durch eine 
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Kante yon G verbunden sein, da sonst G in die projektive Ebene einbettbar 
w~ire. Sei G' derjenige Teilgraph von G, der sich aus V, a und den fiinf an a 
liegenden Kanten von G sowie aus den Kanten (e, b), (e, c), (b, d) und 
(c,f) zusammensetzt. Kontrahiert man in G' die Kanten (b, d) und (c,f), 
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so erh/ilt man den Graphen 2 9 3 9 3, der nach [2] (vgl. G15 in Satz 7) 
minimal ist. Daher enth/ilt /(5 kein ausgezeichnetes 4-Eck. Aber auch 
kein ausgezeichnetes Dreieck ist in //5 enthalten, da sonst G auf den 
Graphen D* w k mit k = (b, c) kontrahierbar ware mit Widerspruch 
zu (1.7). Also enthalt/(5 h~Schstens ausgezeichnete W ge, keine ausgezeich- 
neten Kreise. Da diese Wege disjunkt sind, kann man offenbar alle aus- 
gezeichneten Wege von /(5 durch Hinzunahme passender (nicht ausge- 
zeichneter) Kanten yon/(5 zu einem Weg der L/inge 4 zusammenfassen. 
Dann ist aber, wie aus der Figur 4 unmittelbar entnommen werden kann, 
G in die projektive Ebene einbettbar. In allen F/illen hat sich ergeben, dab 
G unter der Annahme G :~ D entweder nicht minimal oder in die projek- 
rive Ebene einbettbar w/ire. Damit ist Satz 1 bewiesen. 
2. EINBETTBARKEIT FASTPL.~TTBARER GRAPHEN IN DIE PROJEKTIVE EBENE 
Im folgenden kniipfen wir an die Ergebnisse yon [3] an. Wir hatten dort 
gezeigt, dab sich die Klasse aller fastpl/ittbaren Graphen aus vier Teil- 
klassen 51 ,--., ~a zusammensetzt. Eine besondere Rolle spielt fiir uns 
derjenige fastpl/ittbare Graph (s. [3, Figur 1]), der aus den Ecken und 
Kanten eines Wiirfels sowie aus vier weiteren Kanten besteht, die man 
erh/ilt, wenn man zwei gegeniiberliegende Vi recke des Wiirfels ausw/ihlt 
und in jedem davon die beiden Diagonalen (als Kanten) zeichnet. Wir 
bezeichnen diesen Graphen im folgenden mit F (vgl. Einleitung). 
Zun/ichst zeigen wir: 
2.1. F e M(/"). 
BEWEIS: DaB der Graph F nicht in die projektive Ebene einbettbar ist, 
kann man so einsehen: Zun/ichst folgt aus (2.2) von [2], dab jede Ein- 
bettung des Graphen W (vgl. Einleitung) in die projektive Ebene mit einer 
der beiden in Figuren 6 und 7 dargestellten Einbettungen yon W homS- 
omorph ist. Da die vier hinzukommenden Diagonalen die Ecken zweier 
disjunkter Vierecke von W verbinden (die nicht notwendig Fl/ichen- 
vierecke von W sind) und da bei jeder der beiden Einbettungen yon W 
(im wesentlichen) ur je ein solches Viereckpaar vorhanden ist, miiBte 
sich stets eins der beiden Diagonalpaare in der projektiven Ebene 
schneiden. Also folgt F ~/' .  Um zu zeigen, dab F minimal ist, brauchen 
aus Symmetriegriinden von F fiir eine Kante k ~ F nur zwei F/ille unter- 
schieden zu werden, n~imlich, dab k entweder in einem der beiden K4 von F 
liegt oder k beide K4 von F verbindet. In jedem der beiden F/ille kann 
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man aber sofort sowohl fiir F -- k als auch fiir Ck(F) eine Einbettung in 
die projektive Ebene angeben. 
Es gilt aber weit mehr: 
SATZ 2. Alle fastpliittbaren Graphen, mit einziger Ausnahme des 
Graphen F, sind in die projektive Ebene einbettbar. 
BEWEIS: Sei G fastpl~ittbar. Gilt G ~ ~1, d.h. ist G eine Unterteilung 
von/s (vgl. [3, S. 327]), so l~iBt sich G natiirlich in die projektive Ebene 
legen. Gilt G ~ ~,  so brauchen wir nach Satz 1 yon [3] nur die F/ille 
G = ~i (i = 1, 2, 3) nachzupriifen. Da 03 = F gilt und ~1 und 02 echte 
Teilgraphen von F sind, lassen sich 01 und 02 wegen (2.1) in die projektive 
Ebene einbetten. Also ist ~z = F der einzige Graph von ~2, der sich nicht 
in die projektive Ebene einbetten 1/il3t. Wir betrachten weiter die Teil- 
klasse ~3. Man sieht sofort, dab jeder Graph 
G = C, u U(a, b) ~9 (a * C,) u (b * C,) 
(U(a, b) = Weg von a nach b, C,~ = Kreis mit n Ecken), wenn man eine 
projektive Gerade als C,~ w/ihlt, in die projektive Ebene einbettbar ist. 
Daraus folgt, da jeder Graph von ~a Teilgraph eines solchen Gist,  dab 
alle Graphen von ~3 in die projektive Ebene einbettbar sind. Wir 
k6nnen daher im weiteren Verlauf des Beweises annehmen, dab G in 
~4 = ~ - -  (~1 u ~2 u ~s) liegt. Nach (3.1) von [3] enth/ilt G ein maxi- 
males Geritst U(Kz,3). Wir iibernehmen fiir G und U(Ks,z), als Geriist 
von G, alle friiheren Bezeichnungen von [3]; insbesondere seien die 
Endecken von U(Kn.3), den Figuren von [3] entsprechend, mit a l ,  as, an, 
bt, b2, b3 bezeichnet (s. Figur 8). Da U(K3,z) ein maximales Geriist von G 
ist, verbindet jecle Querkante (d.h. nicht in U(K3.z) vorkommende Kante) 
yon G stets zwei auf demselben ,,Viereck'" Vx, Vz oder Vz von U(K3.~) 
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liegende Ecken. Wiirde G kein sich kreuzendes Paar von Querkanten 
(vgl. [3, S. 337 oben]) enthalten, so lieBe sich G natiirlich in die projektive 
Ebene einbetten. Wir k~Snnen daher im folgenden weiter annehmen, dab 
es (mindestens) ein sich kreuzendes (d.h., da U(K3,3) maximal, in einem Vi 
sich kreuzendes) Kantenpaar yon G gibt. Wir unterscheiden dann die 
beiden Hauptf/ille: 
I. G enthiilt zwei sich kreuzende D-Kanten, 
H. Es gibt kein sich kreuzendes D-Kantenpaar, wohl abet zwei sich 
kreuzende Kanten yon G, wovon (stets genau) eine Kante eine D-Kante ist. 
Der letzte Zusatz in II ist erlaubt, da bei zwei sich kreuzenden Kanten 
fiir den Fall, dab keine davon eine D-Kante ist, nach (1.14), (1.15) und 
Satz 2 von [3] folgen wiLrde, dab G in ~s 1/ige. 
Betrachten wit zun/ichst den Fall I. Wir k~nnen annehmen, dab es sich 
bei den beiden sich kreuzenden D-Kanten um die Kanten 
kl = (al, a2) und k2 = (bl, b2), 
also um die D-Kanten von V1 handelt. Enthielte G weder in V~ noch in V8 
zwei sich kreuzende Kanten, d.h. 1/igen alle sich kreuzenden Kanten in V1, 
so wiirde G entweder nach (1.14), (1.15) und Satz 2 von [3] zu ~z geh~ren 
oder G lieBe sich, wie man sofort sieht, in die projektive Ebene einbetten. 
Wir k6nnen daher annehmen, dal3 auch noch V~ ein sich kreuzendes 
Kantenpaar enth/ilt. Ferner folgt aus (1.14), (1.15) und Satz 2 von [3], 
da G nicht zu ~3 geh6rt, dab stets eine Kante eines solchen Paares eine 
D-Kante sein muB. Es sei also k~ = (as, aa) diese Kante. Um eine kurze 
Bezeichnung zu haben, bedeute z0 , z~, z, ,  z, eine Zwischenecke yon 
U(a~, b2), U(a3, bz), U(b2, az), U(a2, ba), also auf der oberen, unteren, 
linken, rechten ,,Seite" von I12 (vgl. [3, S. 337]). Dann kommt fiir die k3 
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kreuzende Kante k4 nur eine der folgenden Kanten in Frage: 1. (z0, bs), 
2. (b2, bs), 3. (b2, zu), 4. (zt, bs), 5. (zt, z~,) oder 6. (z0, z~). Im 1. und 6. 
Fall ware 
(U(Ks,3) u k x tA ks tA ks u k4)/bl 
nicht pl/ittbar. Da G fastpl/ittbar ist, scheiden diese F/ille aus. Im 2. und 3. 
Fall miigten, wie wegen der Fastpl~ittbarkeit yon G folgt, alle Querkanten 
yon G an a~ oder b2 anstoBen. Dann wiirde aber G zu ~3 gehiSren. Im 4. Fall 
kann V3 keine Querkante nthalten. Ferner sieht man leicht ein, dab alle 
Querkanten von V1, ausgenommen k l ,  yon b2 ausgehen. Dann lassen 
sich aber die beiden D-Kanten kl ~ (al, a2) und k~ = (as, aa) aus/11 und 
V2 herausnehmen u d (ohne lJberschneidung) ,,aul3erhalb" yon V1, Vs 
und I13 in die projektive Ebene zeichnen, woraus eine Einbettung von 
(ganz) G in die projektive Ebene resultiert. Im 5. Fall schlieBlich kann 
man zun/ichst zeigen, dab Vs keine Querkanten enthfilt. Ferner folgt 
wegen der Fastpl~ittbarkeit von G, dab jede Querkante von V1, ausge- 
nommen kl ,  von b2 ausgeht und auf U(al, ba) endet. Nhnlich folgt, dab 
jede Querkante von //2 von a2 ausgeht und auf den Wegstiicken U(b2, z~) 
oder U(z~,, bs) von U(Ks,s) endet (z~, zu = Endpunkte yon ka). Kurz 
gesagt, kommen also ftir die Querkanten von G nur die Kanten dieser drei 
Kantenbiindel in Betracht. Nhnlich wie im vorigen Fall k~Snnen hier 
wieder die D-Kanten (al, a2) und (a2, as) aus V 1 und Vs herausgenommen 
und ,,augerhalb" yon V1, Vs, 113 in die projektive Ebene (ohne Llber- 
schneidung) gezeichnet werden, womit auch G in die projektive Ebene 
eingebettet is . Zu diesem 5. Fall bemerken wir noch, dab G nicht Kanten 
aus allen drei oben genannten Kantenbiindeln enthalten daft, da sonst G 
nicht fastpl/ittbar ware. Vielmehr folgt in diesem Falle, dab G genau dann 
fastpl~ittbar ist, wenn entweder in G das Kantenbiindel an der Ecke b~ 
fehlt (d.h. bis auf die Kante k s = (b2, bx) natiirlich) oder dasjenige 
Kantenbiindel an der Ecke as fehlt, das auf U(bs, zz) endet. Damit ist 
der Hauptfall I erledigt. 
Wir kommen zum Hauptfall II. Seien kx und k~ zwei sich kreuzende 
Kanten von V1 9 ~hnlich wie oben bei der Behandlung des Hauptfalles I 
kann weiter angenommen werden, dab auch in V~ zwei sich kreuzende 
Kanten k 3 und ka existieren. Da jedesmal eine der sich kreuzenden Kanten 
eine D-Kante ist, seien k~ und k~ diese D-Kanten. Wit unterscheiden zwei 
F~ille: 1. ka und ks sind nicht benachbart; also sei etwa kl = (bt, b2), 
k3 = (a2, a3), 2. kl und ks sind benachbart; also sei etwa kl = (bl, bs), 
k3 = (b2, bs). Im Fall 2 sieht man leicht, dab nicht auch noch 113 zwei sich 
kreuzende Kanten enthalten kann, da sonst G/as auf Ks kontrahierbar 
w~ire im Widerspruch zur Fastpl/ittbarkeit von G. Daher erh~ilt man eine 
Einbettung von G in die projektive Ebene, wenn man/ihnlich wie in den 
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oben behandelten Fallen die beiden D-Kanten (bl, bs) und (b2, b3) aus 
V1 und I12 herausnimmt und ,,aul3erhalb" von V 1 , Vs, Vz in die projektive 
Ebene zeichnet. Es bleibt also nur noch der 1. Fall iibrig, z0' , z~,', zz', z~' 
bzw. zo", zu", z~", z/' bedeute ine Zwischenecke auf der oberen, unteren, 
linken, rechten ,,Seite" von II1 bzw. Vs. Zunachst folgt, dab ks und k4 
A-Kanten sein miissen (vgl. [3, 1.3 und Figuren 4A und B], wozu noch 
bemerkt sei, dab bei uns hier C-Kanten nicht vorkommen k~Snnen, da 
sonst nach 2.1 von [3] G zu ~s geh6ren wiirde). Denn, w/ire etwa k2 eine 
B-Kante, so folgt in beiden hier nur m~Sglichen Fallen k2 = (z0', z /)  und 
k2 = (z~', z~'), dab G nicht fastplattbar w/ire. Denn far k2 = (Zo', z/) 
enthielte, wenn kl u ks w ks u k4 kurz mit K bezeichnet wird, entweder 
(U(K3.z) u K)/z/ oder (U(Kz.z)u K)/ba eine Unterteilung von /(3.3 und 
far den anderen Fall k2 = (z~', z,') ware (U(K3,3)u K)/z,' auf den Kn 
kontrahierbar. Damit ist also nur iibrig geblieben, dab es sich bei ks und k4 
um A-Kanten handelt. Wir miissen hier (je nach Lage dieser beiden 
A-Kanten) insgesamt noch 8 mOgliche Falle untersuchen, wovon aber 
6 F/ille sofort ausscheiden, da sie auf ein nicht fastplattbares G fiihren 
warden. Es sei 1. ks = (a~, z~,'), k4 = (bs, z~"). Dieser Fall scheidet aus, 
da (U(Ka,a)u K)/aa eine Unterteilung von Kz. a enthielte (s. Figur 9). 
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Nhnlich folgt, dab weiter die folgenden Falle fiir k2 und k4 auch ausschei- 
den: 2. (al, z/), (b2, zu"), 3. (al, z,,'), (bz, zl"), 4. (al, z/), (bz, z0"), 
5. (a2, z~'), (b2, z/') und 6. (as, Zo'), (b2, z/),  da hier der Reihe nach far 
die Ecke x = z/, a3, bl , az , z/' der Graph (U(Kz.3) u K)/x eine Unter- 
teilung yon K3.3 enthalten wtirde. Es bleiben fiir k2 und k 4 nur noch zwei 
F/ille tibrig: 7. (a2, z0'), (b2, z,") und 8. (al, z,,'), (bz, Zo"). Im vorletzten 
Fall folgt, dab die linken und rechten ,,Seiten" yon V1 und Vs nicht 
unterteilt, also Kanten sind und dab alle Querkanten i  G yon as oder bs 
ausgehen. Dann miil3te aber G zu ~s geh~)ren. SchlieNich erhalten wir 
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im letzten Fall, dab die Ecke z~,' auf der unteren ,,Seite" von 111 (---- obere 
,,Seite" von V~) nicht rechts von z0" liegen kann, da sonst nach Um- 
benennung yon bl in b3 und von b3 in bl offenbar das neue V1 ein sich 
kreuzendes A-Kantenpaar enthielte, woraus nach Satz 2 yon [3] G E ~3 
folgen wiirde. Welter folgt, dab V3 keine Querkante nth~ilt, da sonst G 
nicht fastpl/ittbar w~ire. ~,hnlich folgt, dab alle Querkanten von Vx, mit 
Ausnahme von k 1 , notwendig yon der Ecke a I ausgehen und auf dem 
Wegstiick U(b2, z~') von U(K3.3) enden und dab ferner alle Querkanten 
von V~, die Kante ka ausgenommen, yon ba ausgehen und auf dem 
Wegstiick U(a2, zo") enden. Vertauscht man nun die Bezeichnungen der 
Ecken bl und bs miteinander, so enth/ilt das neue I12 offenbar zwei sich 
kreuzende D-Kanten, w~ihrend in dem neuen V1 keine Kanten sich 
kreuzen. Nun braucht man nut noch eine der beiden D-Kanten yon Vz, 
das ja auBer den beiden D-Kanten keine Querkanten mehr enth/ilt, aus V2 
herauszunehmen und ,,auBerhalb" von 111, 112, I73 in die projektive 
Ebene zu zeichnen, womit eine Einbettung yon G in die projektive Ebene 
gefunden ist. Hiermit ist Satz 2 bewiesen. 
Aus (2.1) und Satz 2 zusammen folgt noch: 
2.2. M(F)  enthiilt genau einen fastpliittbaren Graphen, und zwar den 
Graphen F. 
LITERATUR 
1. O. ORE, The Four-Color Problem, Academic Press, New York and London, 1967 
2. K. WAGNER, Zum Basisproblem fiir Graphenmengen, i sbesondere fiir die nicht in 
die projektive Ebene einbettbaren Graphen, J. Combinatorial Theory 2 (1967), 
168-185. 
3. K. WAGNER, Fastpl~ittbare Graphen, J. Combinatorial Theory 3 (1967), 326-365. 
